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Рассмотрены процессы изменения размеров и перемещения жидкого включения во льду под действием 

отрицательной температуры и ее градиента. Дано аналитическое решение сопряженных задач теплообмена 
сферического включения с окружающим массивом, диффузии примеси во включении и деформации 
окружающего льда в предположении квазистационарности процессов . Учет вязкого течения льда расширяет 

диапазон температур (вплоть до температуры плавления), в котором вычисленные скорости перемещения 
включения близки экспериментальным данным . Дано объяснение фактам отсутствия газовыделения внутри 
включения, изменения его размеров и отклонения распределения температуры в образце от линейного. 
Показано, что скорость движения включения в мерзлом грунте в несколько раз выше , чем во льду . 
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ABOUT CONDITIONS OF LIQUID PHASE EXISTENCE IN ICE 
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Processes of size change and movement of the liquid inclusion in solid phase under the action of negative 
temperature and its gradient are studied . The joint tasks of heat transfer, admixture diffusion into inclusion and 
deformation of ice are solved analytically оп assumption of their quasi-steady state. Taking into consideration the 
viscosity creep of ice widens the temperature range (right to melting point) in which the calculated rates of movement 
close to experimental data. The explanation is suggested to facts of vapor absence into the inclusion, its size change 
and deviation of temperature profile in sample from linear. The calculation gives speed of inclusion in frozen soil 
in several times more then in ice. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В ряде работ отмечено присутствие вклю­
чений жидкой фазы в массивах льда как природ­
ного, так и техногенного происхождения [Вейн­

берг, 1940 ]. Г. Н. Голубев [Голубев, 1976] при­
водит многочисленные факты наличия включе­

ний воды различного размера и геометрии 

внутри ледниковых массивов . Аналогичные дан­

ные содержатся в [Патерсон, 1972]. Жидкие 
образования оказывают влияние на гидрологи­
ческий режим ледников. 

щих масс в мерзлом грунте вблизи инженерных 
сооружений. Повышение давления жидкости 

внутри таких полостей может нарушить устой­

чивость элементов конструкций. 

Дж. Г. Парен и др. [Paren, Walker, 1971 ], 
отмечая наличие микроскопических жидких 

включений во льду, констатируют, что они за­

метно изменяют его электрофизические свойства. 

Р. И. Медведский [Медведский, 1987], 
М. М. Дубина и др. [Дубина, Черняков, 1991] 
рассматривают замерзание талых водосодержа-
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Строительные качества морского льда за­
висят от количества и размера включений рассо­

ла морской воды [Кингери, Гуднау, 1966 ]. Важ­
ным является скорость миграции этих вклю­

чений под действием внешнего градиента темпе­

ратуры и связанная с этим скорость очистки 

(опреснения) морского льда. 

Перечисленное выше показывает необходи­
мость определения условий существования жид­

ких образований во льду. Два процесса сопутст­
вуют этому: перемещение включения внутри 

твердой фазы под действием внешнего градиента 

температуры в сторону ее более высоких зна-
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чений и одновременно протекающее изменение 

его размеров (вследствие замерзания или от­

таивания) . В свою очередь скорость каждого из 
них зависит от термодинамического состояния 

системы лед-вода (концентрации солей во 

включении, внутреннего давления , температуры 

и ее градиента) , а также деформационных 

свойств льда. 

Совместное рассмотрение этих факторов до 
настоящего времени не проводилось. Вместе с 
тем остаются неясными такие явления, как изме­

нение радиуса и формы включения при его дви­

жении, отсутствие газовьщеления в нем, несмот­

ря на высокие растягивающие напряжения в 

жидкости, которые предсказываются современ­

ными теориями. Необъясненным остается факт 
изменения температурного поля внутри исследу­

емых образцов льда, содержащего включения. 
Нуждается в корректировке и количественное 

описание процесса миграции капель жидкости 

под действием внешнего градиента температуры. 

В настоящей работе не затрагивается проб­
лема пленок незамерзшей воды на поверхности 

граней кристаллов льда, из которых построен 

данный массив. Такая возможность не исключе­

на, если контактирующие кристаллы имеют раз­

ную ориентацию базисных плоскостей. 

ОБЩИЕ СООТНОШЕНИЯ 

Рассмотрим жидкое сферическое включение 

радиусом R в массиве льда, в котором наложено 
однородное температурное поле с градиентом G. 
Пусть лед имеет форму пластины толщиной L, · 
торцы которой поддерживаются при отрицатель­

ных температурах t, < tь. Расстояние от центра 
включения до холодного края пластины - l 
(рис. 1) . Будем полагать, что размер включения 
много меньше толщины пластины. Введем 

сферическую систему координат, начало которой 
совпадает с центром сферы, а ось Z совпадает по 
направлению с G. Внешнее температурное поле 
t; в отсутствии включения можно представить 

следующим образом: 

(1) 

Легко проверить, что при z = - /: ti = t,, а при 
z = L - /: t; = tь. Удобнее, однако, последнее со­

отношение записать в эквивалентной форме 

(2) 

где t
1 

- температура невозмущенного поля в 

t - t 
центре сферы; G = Т - градиент температу-

ры внешнего поля. В принятой системе ко-
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ординат z = r cos е' где r - радиальная коор­
дината. 

Для корректности последующего изложения 

следует иметь в виду, что отдельные элементы 

включения и вмещающего его льда находятся в 

относительном движении. Скорости различных 

частей льда также отличны друг от друга в силу 

движения его от центра при замерзании вклю­

чения и, наоборот, к центру при плавлении. 
Обозначим через V~ вектор скорости движения 

фазовой границы относительно частичек льда, 

ближайших к этой границе. 

Поскольку плотности воды и льда различны , 

внутри сферы буде~ наблюдаться поток жид­
кости, направленный в сторону движения вклю­

чения. Обозначим вектор плотности этого потока 
через jw, а скорость частичек льда на границе -
v ;· Следствием закона сохранения массы являет­
ся соотношение 

(3) 

где Pw' Р; плотности воды и льда, 

Лpwi = Pw - Р; ; jw и v i - скорости относительно 

произвольной системы координат, которую, од­

нако, обычно привязывают к деталям лаборатор­
ных приборов, где лед как целое покоится (лабо­
раторная система). 

Последнее равенство проще всего проил­

люстрировать для плоского фронта фазового пе­

рехода. Так, если V~ = О (фазового перехода 

нет), то jw = v; - жидкость и лед движутся как 

единое тело. Если жидкость покоится Ow = О), то 
очевидно соотношение v - Лpwi V и на-

i = Pw ~ ' ' 

против, если покоится лед (v ; = О), то 

• Лpwi V 3 Jw = Pw ~· аметим, что если лед является 

жестким (недеформируемым) телом, то в лабо­

раторной системе v ; = О . 

: : : : :: : ::: : : : :: : : :: :L: ::: :: : ::: : ::: : : : : : : : 
t1;;;;; ;;;;;;;; ;;;; ;;;; ;;;;;;;;:; ;; ;;;; tь: 

Рис. 1. Положение включения во льду. 
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Выразим скорости фаз воды через наблюда­
емые параметры движения включения: скорость 

его перемещения w и скорость изменения ра­
диуса R. В дальнейшем величины w, v и jw будут 
относиться к лабораторной системе отсчета, в 
которой также запишем скорость движения 

фронта фазовоrо перехода V~c· По определению 

V~ и v; имеем: 

(4) 

В общем случае под w следует понимать 
некоторую среднюю скорость перемещения точек 

поверхности включения. Однако если в процессе 
движения сфера сохраняет форму, даже изменяя 

размеры, то w можно определить как полусумму 
скоростей любых противоположно расположен­
ных точек ее границы. Эта величина будет сов­
падать со скоростью центра сферы. Обозначим 
V{c и v;. скорости точек, соответствующих 

значениям угла е = О и е = л. Тогда можем 
записать 

w = (V{c + V;.)/2. (5) 

Скорость изменения радиуса R выражается 
следующим образом: 

(6) 

С другой стороны, из (3) и (4) следуют равенст­
ва, выраженные через компоненты векторов: 

v:+ _ Pw . Р; 
~с - Лр . lw - Лр . vi, 

Wl Wl 

(7) 

v:- Pw . + Р; 
~с = Лр . lw Лр . vi, 

Wl Wl 

(8) 

откуда имеем: 

· = Лpwi .!_ (V:+ + 
lw р 2 ~с 

w 

(9) 

Лpwi 1 ( ) v . = - --- v:+ - v-
1 Р; 2 ~с ~с ' 

(10) 

где через jw, v ; обозначены проекции соответст­

вующих векторов на ось Z в точке е = О. 
Сравнивая последние соотношения с (5) и 

(6)' получим 

· Лpwi Лpwi R. (11) 
lw = Pw w, v; = - -;;: . 

Равенства (11) дают требуемую связь и будут 
использоваться в дальнейшем. Первое из них 

показывает, что поток жидкости совпадает с 

направлением перемеще~ия сферы, второе - что 

увеличение ее размера (R >О) вызывает переме­
щение льда к центру, и наоборот. 

Чтобы вьщелить существенные черты каж­
дого из процессов, вначале рассмотрим задачи 

перемещения включения и изменения его разме­

ров раздельно. 

ПЕРЕМЕЩЕНИЕ ВКЛЮЧЕНИЯ 
В ЖЕСТКОМ ЛЬДУ 

Причиной движения капли является реже­

ляция, т. е. плавление льда на ее границе, обра­
щенной в сторону повышенных температур, и 

замерзание жидкости с противоположной сторо­

ны [Вейнберг, 1940 ]. В жестком льду v; = О и, 
как следует из ( 11) , из11енение диаметра вклю­
чения не происходит: R =О. Движение вклю­
чения считаем стационарным со скоростью w, 
которая подлежит определению. Сразу MOI'YT 

быть записаны следующие соотношения: 
- уравнение термодинамического равнове­

сия фаз на границе сферы [Ландау, Лифшиц, 
1964 ]: 

Лр . xt С 
~ -[-2---RT] (12) 
PwPi Pw - Та µpw µ а r=R' 

здесь tw - температура внутри включения в 
0

С, 

Pw - избыточное над атмосферным давление в 

жидкости, С - массовая концентрация раство­

ренного вещества, µ - его молекулярный вес, 

Rµ - газовая постоянная, х - теплота фазового 

перехода воды в лед, Та= 273 К; 
- уравнения Лапласа для определения тем­

пературных полей tw и t; внутри и вне включения: 

Лtw = О, r ~ R; Лt; = О, r > R, (13) 

на границе которого требуется непрерывность 
решения 

(14) 

Кроме того, функция t; должна удовлетво­
рять условиям (см . рис. 1): при z = - l: t; = t,, а 
при z = L - l: t; = tь . 

Внутри сферы и на ее границе давление 
жидкости Pw в силу ее механических свойств 

является константой, в то время как tw и С не 
являются таковыми. 

В состав системы входит уравнение диффу­
зии для распределения концентрации растворен­

ного вещества в жидкости. Прежде чем записать 

его, необходимо сделать некоторые замечания. 
Во-первых, мы полагаем, что растворенное веще­
ство полностью отторгается льдом при фазовом 
переходе на границе. Это предположение доста­
точно хорошо выполняется для медленных про­

цессов. Таким образом, полное количество соли 
внутри включения остается постоянным. Во-вто­
рых , основываясь на соотношении (11), плот­
ность потока жидкости в системе координат, 

связанной с центром сферы jwa' может быть за­
писана в виде 
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• Лpwi Р; 
Jwo = Pw W - W = - Pw W. (15) 

В этой системе координат границы являются 

неподвижными. 

При наличии растворенного вещества ско­

рость потока жидкости, вообще говоря, должна 
быть определена как средневзвешенная из скоро­
стей компонент с учетом их концентраций [Ха­
азе, 1967]. Однако, полагая концентрацию раст­
воренного вещества малой, можно считать, что 

поток жидкости jwo определяется соотношением 
(15). Таким образом, относительно границ вклю­
чения происходит движение льда как целого со 

скоростью w и воды со скоростью -р; w/pw, а 
частицы растворенного вещества покоятся. Их 
распределение внутри сферы является стацио­
нарным. Границы включения при этом можно 

мыслить как сферическую полупроницаемую 
мембрану, сквозь которую свободно проникают 
молекулы воды и не проникают молекулы раст­

воренного вещества. 

Уравнение диффузии с учетом движения 

растворителя имеет следующий вид [Тихонов, 

Самарский, 1972 ]: 

ЛС - i div Owa С) = О, (16) 

где D - коэффициент диффузии растворенного 

вещества в воде. Вектор jwo имеет координаты: 

Owa), = jwo · cos 8, 

Owa)o = -jwa·sin 8, Owa)'l'=O. 07) 

Скорость частиц растворенного вещества ws от­
носительно границ сферы с учетом движения 

растворителя имеет следующий вид [Хаазе, 

1967]: 

D Р; w = - -VC- -w 
s С Pw ' 

(18) 

а граничным условием для уравнения (16) будет 
Ws lr=R :="о. 

Нетрудно проверить, что функция 

р . w 
С = А1 ехр ( -~ D r cos 8) , (19) 

Pw 

где А1 - произвольная константа, удовлетворяет 

уравнению (16) и граничному условию, а, следо­
вательно, является точным решением задачи. 

Неизвестная константа А1 определяется из 
условия сохранения растворенного вещества 

внутри включения: 

R л 2л 

f Cr2 sin 8 dr f d8 f dq> = ~ :л:R3С0• (20) 
о о о 

Ориентируясь на эксперименты [Кингери, 
Гуднау, 1966 ], в которых капли имели размер 
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порядка 10-4 ми D - 10-9 м2/с, для показателя 
экспоненты в (19) имеет место оценка 

1:~; cos 81 :5 1 w;; 1 « 1, справедливая для ско­
ростей w, меньших 10-6 м/с (наблюдаемые ско­
рости имели значение порядка 10-9 м/с). Тогда 
с учетом (20) вместо (19) можем приближенно 
записать на границе · 

С (R) = С0 (1 - ;~ 1) cos 8). (21) 

Переходя теперь к определению темпера­

турного поля внутри и вне включения, отметим, 

что значение температуры на границе определя­

ется подстановкой (21) в (12). Решение урав­
нений (13) можно представить так: 

j
twO + (\ ~ cos 8, r :5 R, 

t = R2 
t1 + Gr cos 8 + с5; """°? cos 8, r > R 

(22) 

где two' дw, д; - некоторые константы, которые 
подлежат определению. 

Выражение (22) получено Дж. Наем [Nye, 
1967] для режеляционного движения твердой 
сферы сквозь ледяное тело под действием вынуж­

дающей силы и в отсутствие внешнего градиента 

температуры. Р. Джилпин [Gilpin, 1980] исполь­
зовал это соотношение для описания движения 

твердых включений во льду под действием обоих 
упомянутых выше факторов. 

Из условия непрерывности температуры 
(14) получим 

twO = tL; дw = G · R + д i . (23) 

Величины tL и дw находятся из выражения (12): 

tL = - Лpwi TofJw - С RµT~ 
PwP; )( О µxp w' 

(24) 

(25) 

а подстановка (25) во второе соотношение (23) 
дает: 

R Т2 р 
д . = С ~ __..!_ wR - G · R. (26) 

' О µxpw Pw D 

Последние три равенства определяют неиз­
вестные постоянные в распределении (22) через 
искомую скорость w. Отметим, что данное расп­
ределение удовлетворяет граничным условиям 

при z = - l и z = L - l с точностью до величин 
R б R порядка Т (tь - t1 ) ли о L _ 

/ 
(tь - t1 ). Считая, 

что сфера находится достаточно далеко от обеих 
границ пластины, эти невязки будут пренеб­
режимо малы. Их можно уменьшить до про­
извольно малой величины, отодвигая от вклю-



ОБ УСЛОВИЯХ СУЩЕСТВОВАНИЯ ЖИДКОЙ ФАЗЫ ВО ЛЬДУ 

чения любую из границ при условии постоянства 
G. Таким образом, (22) совместно с (23)-(26) 
является решением температурной задачи. Дав­
ление внутри включения Pw• согласно (24), опре­
деляется начальной концентрацией С0 и локаль­
ным значением внешнего невозмущенного тем­

пературного поля t
1 
в точке расположения цент­

ра. 

Замыкает систему уравнений баланс тепла 
на границе: 

лw Vtw lr=R-0 - лi Vti lr=R+O = - XfJ; v~, (27) 

где Лw, Л; - коэффициенты теплопроводности 

воды и льда. 

Вспоминая, что значение V~ выражается че­

рез jw и v i' с помощью (3), (11) и при условии 

vi =О получим V~ = w. Подставляя (22) в (27), 
имеем уравнение для определения неизвестной 

скорости w: 

о ( 20 .) Л ~ - Л G - ___:_ = - хр . w 
w R , R , • 

которое с учетом (25), (26) имеет решение: 

k 
з -'-с 

xpi w= ~~~~-'-~~~-
R т2с 

1 + (2k + л ) µ о о 
, w µ(xpw )2D 

(28) 

Скорость включения оказывается не завися­
щей от радиуса, что соответствует эксперимен­

тальным данным. Максимальная скорость дости­
гается пресным включением (С0 =О) и примерно 
на три порядка превосходит наблюдаемые в экс­
перименте значения. 

Из условий эксперимента [Кингери, Гуднау, 
1966] предположим С0 = 35 кг/м3 (концент-

рация соли в морской воде); Л; = 2 Вт/м·град, 
Л," = 0,5 Вт/м·град, µ = 58,5 (NaCI), D = 
. = 0,5 · 10-9 м2/с, G = 100 град/м. Тогда из 
равенства (28) получим скорость перемещения 
w::::: 0,6 · 10-7 м/с::::: 212 мкм/ч. Это значение 
может быть уточнено введением в условие тер­
модинамического равновесия ( 12) эмпирического 
коэффициента в слагаемом, содержащем кон­
центрацию и учитывающем фактические данные 
по понижению точки замерзания раствора NaCI. 
По данным [Паундер, 1967], этот коэффициент 
примерно равен двум. В этом случае вычисления 
по формуле (28) дают w::::: 100 мкм/ч и что на 
порядок превосходит экспериментальные значе­

ния [Кингери, Гуднау, 1966 ]. Мы вернемся к 
этому обстоятельству ниже. Здесь отметим еще, 
что согласно (28) скорость движения включения 
в жестком льду не зависит также и от его поло­

жения относительно границ ледяной пластины 

(т. е. от значения локальной температуры). 
Однако в экспериментах Дж. Д. Харрисона 

[Harrison, 1965] зафиксировано увеличение этой 
скорости при передвижении капель к теплому 

краю. Там же отмечено увеличение размеров 

включения по мере повышения температуры. 

Согласно равенству (24) , давление внутри 
включения Pw зависит от значения температуры 
t1• Точка положения включения, где давление в 

нем равно атмосферному, определяется из ус­

ловия (24) при Pw = О. Левее этой точки (см. 

рис. 1) давление в жидкости выше атмосферного, 
правее - ниже. 

Отметим, что развитая в работе Я. Е. Ге­
гузина и др. [Гегузин, Кривоглаз, 1971] теория 
движения включений в твердых телах описывает 

поведение капель раствора, где в качестве раст­

воренного вещества выступают частицы твердой 

матрицы или их соединения, а растворителем 

является инородная по отношению к матрице 

жидкость. Это приводит к существенным особен­
ностям при записи определяющих уравнений по 

сравнению с рассматриваемой нами системой, в 

которой растворитель (вода) является расплавом 

матрицы (льда). Как следствие, оказывается не­

существенной теплота фазового перехода (раст­
ворения) на границе включения. В расчетных 

формулах скорости капель, в отличие от урав­
нения линии ликвидуса (12), фигурирует кривая 
растворения примеси. Эти две прямые имеют 
противоположный наклон в координатах С - t. 
По этим причинам указанная теория не может 
быть использована в наших целях. 

Отметим также, что вопрос о перемещении 
пресного включения с плоскими границами в 

недеформируемом льду рассмотрен в [Мед­

ведский, 1987]. 

ИЗМЕНЕНИЕ РАЗМЕРОВ ВКЛЮЧЕНИЯ 

Жидкое сферическое включение находится 

в безграничном массиве льда, температура кото­
рого на бесконечности постоянна и равна t0• В 

начальный момент времени радиус сферы R0 , а 

концентрация солей в ней С0 • При нулевом 

внешнем градиенте температуры скорость вклю­

чения w = О. В податливом льду происходит из­
менение его размера, которое подчиняется урав­

нениям: термодинамического равновесия (12) , 
температурного поля (13), (14) и баланса тепла 
(27), в котором ~а основании (3) и (11) следует 
положить V~ = R. В предположении квазиста­
ционарности процессов теплообмена и диффузии 
поля температуры и концентрации представля­

ются выражениями, не зависящими явно от вре­

мени, а нестационарность обусловлена движе­
нием фазовой границы. 
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Распределение температуры, удовлетворяю­

щее уравнениям (13), (14), имеет следующий 
вид: 

r ~ R 
r> R. (29) 

Помимо этого, необходимо записать урав­
нение диффузии. Поскольку общее содержание 
примеси во включении остается постоянным, то 

концентрация раствора меняется во времени. По 
этой причине уравнение должно быть нестацио­
нарным и в сферической системе координат име­

ет следующий вид: 

ас = D ..!._ .i_ (r2 ас) . 
ат r2 ar ar 

(30) 

При полном отторжении примеси нараста­

ющим льдом скорость ее частиц на границе дол­

жна совпадать со скоростью движения самой 

границы: 

D ас · 
-сдr 1,=л = R. (31) 

В силу симметрии в центре включения выполня­

ется соотношение 

ас 
дr l ,=Q =о. (32) 

Начальное условие для концентрации: 

С (О, r) = С0 • 

Решение задачи будем искать приближен­
ным методом, основанным на балансовых соот­
ношениях [Баренблатт, 1954 ]. Суть его состоит 
в задании искомого распределения в виде неко­

торой функции с неизвестными параметрами. Их 
значения определяются из граничных условий 
задачи и из дополнительного уравнения интег­

рального баланса, устанавливающего связь меж­
ду поступлением вещества через границы систе­

мы и содержанием его в объеме. Это интеграль­
ное соотношение, заменяющее исходное урав­

нение ~иффузии (30), является условием сохра­
нения полного количества примеси внутри вклю­

чения (20). 
Нетрудно проверить, что функция 

с -А (-R.r2) <R 
- 2 ехр 2DR ' r - ' (33) 

где А2 - некоторая константа, удовлетворяет 

условиям (31) и (32). Зависимость С (т) входит в 
(33) неявным обр~зом через связь R = R (т). 
Отметим, что при R < О (замерзание) максимум 
концентрации достигается на границе включе­

ния, а при плавлении этот максимум находится 

в его центре. 

Максимальные значения модуля показателя 

в соотношении (33) всегда достигают~я на гра­
нице и при выполнении условия 1 RR/ D 1 « 1 
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экспоненту можно разложить в ряд с точностью 

до членов первого порядка. Например, для 

частиц радиусом -10 мкм это справедливо при 
скоростях изменения размера включения 

R < 10 мкм/с. Полагая последнее условие выпол­
ненным, с учетом (20) приближенно запишем на 
границе: 

Для замыкания системы уравнений необ­
ходимо записать связь между деформацией льда 
и давлением внутри включения. Эта связь суще­
ственным образом зависит от принимаемой ме­
ханической модели льда и может принципиально 

изменить поведение включений. Ранее уже отме­

чалось, что в жестком льду сферическое вклю­

чение не может изменить своих размеров. Можно 

показать, что в упругой модели при заданной 

температуре t
0 

< О сфера может испытать лишь 
конечные деформации от начального радиуса R0 

до некоторого R "#- О , который определяется ус­

ловием термодинамического равновесия (12) и 

упругими постоянными льда. Последнее утверж­

дение справедливо даже для пресного включе­

ния. Между тем, пресные капли должны замер­

зать полностью. Этому обстоятельству наиболее 
полно соответствует механическая модель льда, 

определяемая уравнениями теории установив­

шейся ползучести, когда предел упругости среды 

равен нулю. Она базируется на законе дефор­
мации Глена 

f. =АО" (35) 

и нашла широкое применение в гляциологии и 

решении ряда технических проблем [Бадд, 1975; 
Вялов и др., 1976]. В соотношении (35) А и п -
некоторые заданные константы, вообще говоря, 
зависящие от температуры. Этой зависимостью, 

однако, мы будем пренебрегать далее, принимая 
эти величины как некоторые усредненные пока­

затели. В условиях сложнонапряженного состо­

яния под ё и а понимается интенсивность скоро­

стей деформации сдвига и касательных напря­

жений во льду. 

Недостающую связь между скоростью расте­
кания льда v; на границе сферического вклю-

чения и давлением в нем Pw получим из решения 
задачи о нахождении распределения скоростей в 

безграничном массиве льда при наличии в нем 
сферической полости, в которой поддерживается 
постоянное давление, а напряжение на бесконеч­
ности равно нулю. В рамках теории установив­

шейся ползучести решение аналогичной цент­

рально-симметричной задачи приведено Л. М. Ка­

чановым [Качанов, 1960] для шарового слоя 
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наружным радиусом R; и внутренним R. С 

помощью предельного перехода R; - оо из этого 

решения получается необходимая связь: 

А (13 )п 
vi = 2 УЗ ~п Pw R. (36) 

Надо отметить, что в процессе изменения 

размера включения давление в нем не остается 

постоянным, однако мы полагаем, что замер­

зание происходит так медленно, что напряжен­

но-деформированное состояние устанавливается 

в соответствии с выражением (36), которое соот­
ветствует режиму установившейся ползучести 

льда. Наиболее простая связь между v; и Pw 
получается при линейном законе (35) (п = 1), 
которая будет использоваться в дальнейшем. В 
этом случае коэффициент А можно отождествить 
с величиной, обратной коэффициенту вязкости 
льда 'У/: 

(37) 

Интересно отметить, что задача о медлен­
ном растекании несжимаемой вязкой жидкости 

из сферической полости, в которой поддержива­
ется постоянное давление, не имеет решения в 

рамках уравнений гидромеханики. Это означает, 

что постановка и решение задачи в линейном 

приближении теории ползучести не является эк­
вивалентной схеме течения несжимаемой вязкой 

жидкости в обычной постановке. В этой связи 
может встать вопрос о правомочности равенства 

А = 'У/- 1 , которое обычно сопутствует указанному 
приближению теории ползучести. Этот парадокс 
разрешается, если отказаться от шарового вида 

тензора напряжений в жидкости (т. е. жидкость 

не является паскалевой). Можно показать, что 

при таком предположении уравнения гидроме­

ханики также дают соотношение (37). 
Совокупность уравнений (12), (27), (29), 

(34), (37) qбразуют замкнутую систему для оп­
.ределения R и R как функций времени. Запишем 
сразу итоговое уравнение, которое получается 

последовательным исключением переменных twa' 

Pw' vi: 

R = R 1 - yR-
3 

R (0) R (38) 
- а . 1 + {ЗR2 + oR-1' = О' 

где 

а= - toxpi (~)\ f3 = _1_ ( Xf'; )2; 
4Ta1J Лpwi 4Ta1JA; Лpwi 

(39) 

= - CaR6RµT~. о= CaR6RµTO (_!j__)
2 

(40) 
У frJlXflw ' 20Dµ17 Лpwi • 

Проиллюстрируем роль механических 

свойств льда для пресного включения (С0 = О). В 

этом случае у =.о = О и из (38) можно видеть, 
что R - О при R - О, т. е. пресное включение 
полностью замерзает с течением времени. 

Интегрирование (38) дает 

1 { Ra {З } т = а ln R + z (R~ - R2) . (41) 

Нетрудно убедиться в справедливости следу­
ющих утверждений, вытекающих из полученно­

го решения: предельный размер включения при 

замерзании равен нулю, однако теоретическое 

время достижения этого состояния равно беско­
нечности. Вместе с тем минимальный размер 

имеет физические ограничения, например, 

диаметр молекулы (-10-10 м). Если принять 

t0 = - 5 °С; 'У/= 1012 кг/м·с; Лi = 2 Вт/м·град, 
то время замерзания включения с начальным 

радиусом R
0 
= 10-3 м до размера молекулы сос-

тавит -105 с := 28 час. При R 0 = 1 м это время 
равно -107 с := 2800 час := 110 сут. Если вяз­

кость среды 'У/ - оо, то и т - оо. При 'У/ - О первое 
слагаемое в (41) исчезает и получаем чисто 
тепловое соотношение для времени замерзания 

жидкости 

хр 

т = - 2tJ; (R~ - R2), (42) 

которое совпадает с квазистационарным приб­
лижением известной формулы [Карслоу, Егер, 

1964]. Отсюда следует, что второе слагаемое в 
( 41) обусловлено только теплообменом между 
замерзающей сферой и окружающей средой 
(льдом). Вклад его является определяющим при 

больших размерах R
0 

(в приведенном примере 

R
0 

= 1 м). При малых R
0 
(см. выше R

0 
= 10-3 м) 

определяющими являются механические свойст­

ва льда, которые идентифицируются вязкостью 'YJ, 
в то время как чисто тепловое соотношение (42) 
дает время замерзания порядка 10 с. Заметим, 

что выражение (42) может быть получено из (41) 
также и предельным переходом Лpwi - О, что 

означает исчезновение источника напряжений во 

льду. 

В отличие от пресного включения, которое 
всегда замерзает ввиду того, что правая часть 

(38) меньше нуля, поведение соленого вклю­
чения определяется знаком множителя 

1 - yR-3• Если 1 - yR-3 >О, то R <О и вклю­
чение замерзает. В противном случае на гра­

ницах включения происходит плавление. При 
замерзании, как нетрудно убедиться с помощью 
уравнения равновесия ( 12), начальная концент­
рация С0 оказывается пониженной по сравнению 
с равновесной при температуре t0• Плавление 

происходит при повышенной концентрации С0 • В 

обоих случаях размер включения стремится к 

77 



Я.Б. ГОРЕЛИК, В. С. КОЛУНИН 

равновесному, отличному от нуля значению R•, 
которое определяется из условия 1 - уR-з =О: 
R• = R (-С r т2/tлх.р )1/з. 

О Оµ О СГ w 

Время достижения равновесного радиуса R', 
как нетрудно установить интегрированием (38), 
равно бесконечности. 

Отметим, что решение задачи о замерзании 

талых полостей в грунтах без учета их движения 
рассмотрено [Дубина, Черняков, 1991] в рамках 
деформационной теории пластичности. 

ИЗМЕНЕНИЕ РАЗМЕРОВ И ДВИЖЕНИЕ 
СОЛЕНОГО ВКЛЮЧЕНИЯ 

Рассмотрим перемещение соленого вклю­

чения в податливом льду под действием внешне­
го градиента температуры. Уравнения (11), (12), 
(27), (37) остаются справедливыми. Запишем 

распределение температуры в следующем виде: 

! two + <\ i COS 8, r :5 R 
t= R R2 (43) 

t1+Gr cos 8 +--;: (tw
0
-t1 )+д; -;2 cos 8, r > R. 

Эта функция удовлетворяет уравнению 

Лапласа как внутри, так и вне сферы и должна 
быть непрерывной на ее границе. Она обобщает 
распределение (22), когда средняя температура 
внутри включения two отлична от значения ло­
кальной температуры tl' так как это является 

условием его замерзания или плавления. 

Уравнение диффузии для распределения 
концентрации растворенного вещества внутри 

включения имеет нестационарный вид: 

аас = DЛС + Р; div (wC ), r :5 R. (44) 
т Pw 

Скорость растворенного вещества на гра­
нице совпадает со скоростью самой границы: 

D Pi . r 
[ -- VC - - w] = R -. (45) 

С Pw r =R r 

Kak и в предьщущем разделе, ограничимся 
приближенным решением диффузионной задачи. 

Дополнительное балансовое соотношение 
записывается в форму (20). Непосредственной 
проверкой можно убедиться, что функция 

( 
pi w l) R.r2) 

С= Аз ехр --/5 r cos и - 2DR , 
Pw 

(46) 

где Аз - некоторая константа, удовлетворяет 

граничному условию ( 45). 
Видно, что при w = О выражение (46) пере­

ходит в распределение (33), а при R = О получим 
функцию (19), которые являются частными слу­
чаями данной задачи .. 

Предполагая w и R достаточно малыми, раз­
ложим экспоненту в (46) с точностью до линей-

78 

пых слагаемых по w и R. С учетом соотношения 
(20) окончательно запишем при r = R 

R6 1 RR Р; w 
C(R)=C -(1------Rcos8) (47) 

о Rз 5 D Pw D ' 

которое замыкает систему уравнений. 

Процедура ее решения аналогична изложен­
ной в предьщущих разделах, поэтому сразу 

запишем итоговые соотношения. 

л 
3 _!_G 

xpi w= ~~~~~~~~~~-
R Т2 С RЗ' 

1 + (U +А ) _µ_о _ __.о. __.о. 
' w µ(xpw )2 D RЗ 

(48) 

t1 = tю + G · f wdт, ( 49) 
о 

1 - R-з 
R = - а · R у (50) 

1 + {ЗR 2 + '5R- 1' 

где t
10 

- температура в точке, откуда мы начина­

ем следить за изменением состояния включения; 

а, {J, у, д определяются согласно (39), (40), 
причем в выражении для а значение температу­

ры t
0 
следует поменять на t

1
• Это отличие явля­

ется важным, так как в процессе движения капли 

величина t1 все время меняется. 

Соотношения (48)-(50) показывают зави­
симость скорости движения включения w от зна­
чений локальной температуры t

1 
(вследствие из­

менения R), что зафиксировано в упомянутых 
выше экспериментальных работах . Исключе­
нием является пресное включение. 

Рассмотрим некоторые количественные 
оценки. Для этого заметим, что способ подго­
товки образцов в экспериментах [Кингери, Гуд­
нау, 1966] состоял в быстром замораживании 
раствора NaCl концентрации 35 кг/мз при тем­
пературе -40 °С. После этого накладывалось 
внешнее температурное поле, которое внутри 

образца покрывало интервал от -20 до -5 °С. 
Ввиду отторжения соли от границы замерзания 

концентрация рассола внутри капель оказыва­

лась существенно выше концентрации исходного 

рассола. Эвтектическая точка для водного раст­
вора NaCl имеет параметры· t, = -21,1 °С, 
С, = 233 кг/мз. Это означает, что в условиях 

обсуждаемого эксперимента начальную концен­
трацию раствора в капле следует взять близкой 
к С,, - примерно в 6,7 раза выше, чем принято 
при расчете по формуле (28) для жесткого льда. 
Подстановка этого значения концентрации в (28) 
дает скорость перемещения w:::::: 16 мкм/час, что 
весьма близко к наблюдаемому значению. Одна­
ко в модели жесткого льда не находят объяснения 
факты изменения скорости от локального зна-
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чения температуры и изменения радиуса вклю­

чения при его движении. Можно предположить, 

что перед приложением температурного гра­

диента все включения внутри образца имеют 
равную концентрацию, близкую к эвтектичес­
кой. Согласно (48), в нач~льный момент времени 
R = R 0 и все включения имеют одинаковую ско­

рость. Поскольку локальная температура в ус­

ловиях эксперимента всюду выше эвтектичес­

кой, то в соответствии с (50) лед начинает таять 
на границах включения, что приводит к уве­

личению его размеров при движении. Именно 

это зафиксировано в экспериментах [Harrison, 
1965 ]. В результате концентрация во включении 
падает со временем и его скорость в соответствии 

с (48) растет, однако этот рост происходит быст­
рее в точках образца с более высокой температу­
рой. 

При одной и той же концентрации скорость 

w выше для соли с более высоким молекулярным 
весом. Так, включения водного раствора KCl 
(µ = 74,5) будут двигаться быстрее, чем капли 
раствора NaCl (µ = 58,5) при прочих равных 
условиях. Это также отмечено в опытах П. Хо­
екстра и др. [Hoekstra et al., 1965]. 

Решение уравнений (48)-(50) должно про­
водиться численными методами. Примеры таких 
вычислений приведены на рис. 2 в сравнении с 
экспериментальными данными. 

Как видно из рис. 2,а, в области низких 
температур расчетные кривые, полученные из 

этих уравнений, практически совпадают с за­

висимостью для идеально текучего льда [Shreve, 
1967 ]. Такое совпадение обусловлено достаточно 
медленным перемещением включения, так что 

влияние процесса деформирования пренебре­
жимо мало. При температурах, близких к О 

0

С, 
скорость деформации льда является главным 

фактором, лимитирующим процесс перемеще­
ния. С этим связано расхождение кривых на 

рис. 2,б. Для жесткого льда радиус включения не 

·меняется со временем (R = R
0

) и, согласно (48), 
его скорость минимальна (кривая 3, см. 

рис. 2,а). 

Важным является выяснение величины дав­

ления в жидкости. Для жесткого льда, как сле­

дуует из равенства (43), это давление достигает 
весьма значительных растягивающих напряже­

ний порядка сотен атмосфер (кривая 2, рис. 3). 
Это значение близко к величине, полученной по 
упругой модели [Jones, 1973 ]. При таких отри­
цательных давлениях' с необходимостью должно 
происходить газовыделение внутри движущихся 

капель, которое, однако, не было зафиксировано 
в экспериментах. Р. Л. Шрив [Shreve, 1967] от­
мечает, что это представляет серьезную тео­

ретическую проб.лему при изучении данного 
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Рис. 2. Отношение скорости включения к 
внешнему градиенту температуры в зависи­

мости от температуры в данной точке образца. 

Рассчетные зависимости для различных моделей льда: 1 -
идеально текучий лед [Shreve, 1967] , 2 - лед с реальным 
значением вязкости, 3 - недеформируемый лед. а -
широкий диапазон температур; 6 - различие моделей в 

области высоких температур образца. 

явления. Разрешить ее в рамках модели жесткого 

льда невозможно. Учет реальных деформацион­

ных свойств льда приводит к существенной раз­

грузке напряжений (кривая 1, см. рис. 3) и в 

широком диапазоне температур снимает этот па­

радокс. В модели идеально текучего льда дав­

ление внутри капли всегда равно нулю, однако 

она дает завышенные значения скоростей пере­

мещения в области температур, близких к О 
0

С 

(кривая 1, см. рис. 2,б). 
При замерзании включения давление 

внутри него достигает больших положительных 
значений, что не отражено на графиках, пос­

кольку отсутствует экспериментальный мате­

риал для сравнения. 
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Рис. 3. Зависимость давления внутри включе­
ния от температуры в данной точке образца. 

1 - лед с реальным значением вязкости, 2 - недефор­
мируемый лед . 

Представляет интерес, что скорость отдель­

ных точек границы включения зависит от ско­

рости деформации льда vi. Так, из (7), (8) и 

первого соотношения (11) можем записать в про­
екциях на ось Z: 

сферической формы. Выделим ту часть задачи, 

которая относится к скорости перемещения та­

лика под действием внешнего градиента темпе­

ратуры, считая. мерзлую часть массива неде­

формируемой (R =О) . При движении влага дол­

жна перетекать от лобовой части включения к 
тыльной, преодолевая фильтрационное сопро­
тивление пористой среды. Это приводит к пере­
распределению давления жидкости в талом грун­

те, а по условию фазового равновесия и к изме­
нению температуры в его объеме. 

Для такой системы остаются справедливыми 
уравнения (12), (14), (22), (27), причем в урав­

нении термодинамического равновесия ( 12) сле­
дует положить С= О, а в правую часть урав­
нения баланса тепла (27) ввести поправку на 
влажность грунта W 

Стационарное распределение давления жид­
кости в пористой среде внутри включения под­

чиняется уравнению Лапласа [Полубаринова­
Кочина, 1977]: 

Лрw = О, r ::5 R. (53) 

Поток жидкости связан с градиентом дав­
ления согласно закону Дарси: 

к 
jw = - .:.i__ Vp 

pwg w' 
(54) 

где К1 - коэффициент фильтрации, g - уско-

V+ - Р; 
~с - w - Лр . v;, 

WI 

(51) рение свободного падения. Кроме того, имеет 
место первое из соотношений (11), в котором под 

(52) 

Таким образом, при замерзании правая граница 
включения движется медленнее, чем левая (см. 

рис. 1). Возможно сочетание параметров, когда 
правая граница будет двигаться влево (в лабора­
торной системе отсчета), несмотря на то, что 

центр капли движется вправо. При плавлении 

будет наблюдаться обратная картина. Это может 
вносить погрешности в измерение скорости дви­

жения включений, выполняемые под микроско­

пом. Для корректного выполнения этих изме­

рений необходимо строго фиксировать положе­

ние именно центра частицы. 

Отметим также, что обнаруженное в опытах 
[Н arrison, 1965] изменение температурного поля 
внутри образцов, согласно проведенным оцен­
кам, может быть объяснено оттаиванием вклю­
чений при их достаточно высоком содержании во 

льду. 

ДВИЖЕНИЕ ПРЕСНОГО ВКЛЮЧЕНИЯ 
В МЕРЗЛОМ ГРУНТЕ 

Пресное включение в мерзлом грунте пред­

ставляет собой талый водонасыщенный грунт 
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w нужно понимать скорость включения отно­
сительно скелета грунта. 

Решение уравнения (53) внутри включения 
имеет вид 

Pw = Pwo + оР ~ cos fJ; r ::5 R. (55) 

Дальнейшая процедура сводится к исклю­

чению НеИЗВеСТНЫХ Ор' Ow' Oi, twO И реШеНИЮ 
уравнения (27) относительно w. Окончательно 

запишем 

G 
зл . -w: 

1 xpi 
w= -----------

( Лрw;) 
2 Т rfl 

1 + (2.Л; + ).w ) --. WK 
хр, Pw f 

(56) 

Ввиду обратной зависимости от влажности 
грунта последняя формула дает скорости переме­

щения включения даже при очень низких ко­

эффициентах фильтрации (К1 :::: 10-12 м/ с) , в не-
сколько раз превышающие скорости движения 

пресной капли во льду. Отметим также, что если 

в исходных соотношениях устремить Лpwi к ну­

лю, то давление жидкости внутри талой полости 

становится постоянным, поток жидкости отно­

сительно лабораторной системы обращается в 
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нуль, однако скорость перемещения включения, 

согласно (56), принимает максимально возмож­
ное значение. Экспериментальные данные о дви­

жении жидких капель в дисперсной среде отсут­

ствуют в литературе, однако этот процесс может 

играть заметную роль в природных явлениях. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ 
(проект № 97-05-65044). 
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