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Для описания адвекции в математических моделях ледниковых щитов используются два подхода –
эйлеров и лагранжев. В настоящей работе сравнивается традиционный эйлеров метод с относительно
новым в гляциологических приложениях лагранжевым. Лагранжев метод, заключающийся в отслежива%
нии траекторий условных частиц льда (трассеров) внутри ледникового щита, может применяться для
решения задач датировки льда, восстановления его изотопного состава и для построения поля любой
консервативной характеристики, которая переносится с потоком льда. Один из алгоритмов лагранжева
метода, получивший название Particle%in%Cell (PIC), состоит в последовательном восстановлении траек%
тории трассера по мере его перемещения в эволюционирующем ледниковом щите и фиксировании кон%
сервативной характеристики вдоль траектории. Этот алгоритм достаточно прост в применении и эффек%
тивен, однако требует значительного расхода машинного времени. Основное его преимущество по срав%
нению с эйлеровым подходом заключается в том, что он не требует введения дополнительной диффузии
на нижней границе для стабилизации вычислений, что существенно повышает его точность в нижней
части ледникового щита. Метод PIC дает возможность непосредственно получить траекторию частицы,
что важно для восстановления особенностей потока, и непосредственное распределение искомой харак%
теристики на изохронной поверхности. Оптимальное использование лагранжева подхода заключается в
соблюдении разумного баланса между вычислительными затратами и требуемой точностью.
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Two basic approaches exist for describing advection in the ice sheet model. We proceed with comparing
traditional Eulerian approach with a rather new in glaciological applications Lagrangian one. Particle tracing
in the ice sheet is required to deal with such problems as detailed ice dating, establishing its isotopical composition,
or distribution of any other conservative characteristic, which is advected with the ice flow. Within the frame of
the Particle%in%Cell (PIC) algorithm, a particle’s trajectory is constructed by numerical interpolation as it
moves through an evolving ice sheet within a regular 3D grid. The algorithm is conceptually straightforward,
but demanding in terms of its practical implementation. The main advantage of the algorithm as compared to a
pure Eulerian approach is that it is diffusion free, which makes it much more accurate in the lower part of the ice
sheet. Application of PIC immediately yields the trajectories of the particles, which is important for
reconstruction of the flow peculiarities and the distribution of transported properties on isochronous surfaces.
To implement it in the most effective way it is necessary to follow accurate balance between computational
overhead and designed accuracy.
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ВВЕДЕНИЕ

Решение задачи адвекции в математическом
моделировании ледниковых щитов связано, преж%
де всего, с восстановлением хронологии льда и его

изотопного состава, а также с необходимостью рас%
чета адвекции тепла при расчете поля температуры
льда. Традиционно уравнение адвекции решается в
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рамках эйлерова метода, т. е. решение находится в
узлах пространственной сетки. Это, однако, не
единственно возможный подход. В последние не%
сколько лет в различных гляциологических прило%
жениях стали использоваться лагранжевы методы.

Лагранжевы методы не являются совершенно
новыми в математическом моделировании. Они
применяются в различных научных и практичес%
ких приложениях, начиная с того времени, как для
этих целей стали использоваться сами компьюте%
ры. По%видимому, одними из первых областей
приложения лагранжевых методов стали гидроди%
намика и физика плазмы [Harlow, 1964]. Уже на
ранней стадии было указано на основную труд%
ность применения чисто лагранжева метода. П. Ве%
ландер [Welander, 1955] показал, что множество
жидких частиц, изначально регулярно распреде%
ленных, впоследствии деформируется настолько,
что его становится невозможно численно интегри%
ровать. В связи с этим на практике чаще исполь%
зуют алгоритмы, сочетающие в себе оба метода –
эйлеров и лагранжев.

В начале 1950%х гг. графический лагранжев
алгоритм был предложен для решения баротроп%
ного уравнения вихря в задаче прогноза погоды
[Fj�rtoft, 1952]. Эта работа стала пионерной в ряду
так называемых полулагранжевых (или квазилаг%
ранжевых) методов (Semi%Lagrangian Technique,
SLT). Само понятие полулагранжева метода было
введено несколько позже в работе [Wiin�Nielsen,
1959]. В основе его лежит идея обновления набо%
ра лагранжевых частиц (трассеров) на каждом вре%
менном шаге интегрирования [Staniforth, C�te,
1991]. Разбор этого алгоритма, по существу явля%
ющегося переформулированным вариантом разно%
стной схемы Лакса–Вендроффа, в которой число
Куранта может быть больше 1 [Bermejo, 1990], вы%
ходит за рамки настоящей работы. Укажем только,
что после существенных доработок и усовершен%
ствований в 1960–1980%х гг. [Krishnamurti, 1962;
Sawyer, 1963; Bates, McDonald, 1982] он стал широ%
ко применяться на практике, в частности, при чис%
ленных прогнозах погоды. В гляциологических
приложениях полулагранжевы методы начали ис%
пользоваться несколько лет назад для моделиро%
вания эволюционирующих стратиграфических
структур гренландского и антарктического ледни%
ковых щитов, для восстановления их изотопного
баланса, для построения вертикальных кривых
температуры и изотопного состава льда в виртуаль%
ных кернах [Clarke, Marshall, 2002; Tarasov, Peltier,
2003; Clarke et al., 2005; Lhomme et al., 2005a, b].

Для целей настоящего исследования SLT не
подходит по ряду причин. Во%первых, особенности
алгоритма SLT таковы, что в процессе расчетов
теряется индивидуальность каждой частицы, по%
скольку, как указано выше, на каждом временном
шаге производится обновление набора трассеров.

Во%вторых, свойства переносимых консерватив%
ных полей интерполируются на каждом времен%
ном шаге, что, по сути, означает их пространст%
венное сглаживание. Вместо SLT мы используем
другую комбинацию эйлерова и лагранжева мето%
дов, получившую название Particle%in%Cell (PIC)
[Harlow, 1964; Hockney, Eastwood, 1992]. Так же как
и SLT, алгоритм PIC предполагает использование
регулярной пространственной сетки, на которой
рассчитываются модельные поля скорости потока
льда. Трассер, который переносит некоторое свой%
ство поля, перемещается внутри ячейки, образо%
ванной узлами сетки (отсюда происходит назва%
ние метода). Компоненты скорости потока интер%
полируются в точку с текущими координатами
трассера. Поскольку в нашей работе исследуются
консервативные поля и, следовательно, трассеры
не взаимодействуют между собой и с полем скоро%
сти, задача построения траектории частицы сво%
дится к последовательному интегрированию ком%
понент скорости.

В работе [Rybak, Huybrechts, 2003] в простой
двумерной схематической модели исследованы до%
стоинства и недостатки обоих методов – эйлерова
и лагранжева (PIC%метода). В этой же работе обо%
ими методами изучено поле возраста льда в стаци%
онарной версии трехмерной антарктической моде%
ли, описанной в [Huybrechts, de Wolde, 1999;
Huybrechts, 2002]. Установлено, что эйлеров метод
дает бo�льшую ошибку в оценке возраста льда по
сравнению с лагранжевым методом. Относитель%
ная разница в датировках велика у боковых гра%
ниц и особенно у нижней границы щита, где
эйлеров метод прогнозирует возраст с ошибкой
порядка нескольких процентов относительно ана%
литического решения (в прогнозе лагранжевым
методом она составляет доли процента). Это об%
стоятельство делает лагранжев подход перспектив%
ным методом в палеоклиматических реконструк%
циях, поскольку возраст льда экспоненциально ра%
стет с глубиной, и максимально точная датировка в
нижних слоях ледниковых щитов представляет со%
бой важную задачу, которая возникает, например, в
ходе обработки данных глубокого бурения.

Потенциальные ошибки лагранжева метода
связаны, прежде всего, с ошибками интерполяции
компонент поля скорости в точку текущего поло%
жения трассера. Эта ошибка аккумулируется по
мере движения трассера и пропорциональна его
возрасту.

Существенный недостаток лагранжева метода
связан с потерей информации с глубиной по мере
того, как трассеры рассеиваются в пространстве и
покидают ледниковый щит через боковые грани%
цы. Это обусловливает появление “областей тени”,
т. е. областей, куда трассеры не попадают и где
информация о поле возраста (или иного консерва%
тивного свойства) отсутствует.
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Настоящее исследование является продол%
жением работы [Rybak, Huybrechts, 2003]. Здесь
применяются лагранжев и эйлеров методы для ис%
следования двух консервативных полей – поля
возраста и поля изотопного состава льда в эволю%
ционирующей антарктической модели. В модели
воспроизводятся климатические условия на по%
верхности щита, его топография и поле скоростей
на протяжении четырех последних ледниковых
циклов (420 тыс. лет).

Интерес к моделированию изотопного соста%
ва льда не случаен. Лед в континентальных ледни%
ковых щитах, по сути, представляет собой природ%
ный архив косвенных данных о климате и цирку%
ляции атмосферы в прошлом. Изотопный состав
льда, который практически линейно зависит от
температуры воздуха у верхней границы терми%
ческой инверсии, является важнейшим для палео%
реконструкций косвенным индикатором вариаций
температуры воздуха [Robin, 1977]. Естественно,
чем глубже залегает лед, тем дальше в прошлое от%
стоит и время формирования его изотопного со%
става. Однако при анализе его необходимо учиты%
вать фактор адвекции: если скважина пробурена
не на ледоразделе, то лед в нижней части керна
мог быть отложен на поверхности щита в сотнях
километров вверх по потоку от скважины. К на%
стоящему времени в Антарктическом ледниковом
щите пробурено четыре скважины, возраст льда в
глубинных частях их превышает 400 тыс. лет. Это
скважины на станциях Восток, Купол Фуджи, Ку%
пол Конкордия и Конен. Интерпретация изотоп%
ных (δ18O и δD) рядов из кернов этих станций по%
зволила восстановить ход климатических вариа%
ций температуры воздуха над Антарктидой [Petit et
al., 1999; Watanabe et al., 2003; EPICA community
members, 2004, 2006] и их связь с колебаниями
температуры в Северном полушарии в течение
последнего ледникового цикла [EPICA community
members, 2006]. Согласно модельным оценкам, воз%
раст наиболее древнего льда в центральной части
Восточно%Антарктического ледникового щита
может превышать 1,2 млн лет [Huybrechts, Rybak,
2005], и предварительные модельные результаты
относительно вероятного изотопного состава льда
могут быть очень полезны для последующих поле%
вых исследований.

ЭЙЛЕРОВО И ЛАГРАНЖЕВО
ОПИСАНИЕ АДВЕКЦИИ

Обозначим через A некоторое консервативное
свойство среды. Эволюция поля консервативной
примеси описывается уравнением

0.
dA
dt

= (1)

Рассмотрим в пространстве систему коорди%
нат с горизонтальными осями x, у и вертикальной
осью z и точку, чьи координаты в начальный мо%
мент времени ( )0 0 0, , .x y z  Пусть в момент времени
t эта точка переместилась в точку ( ), , .t t tx y z  Если
перемещение частицы считается функцией ее на%
чальных координат, то такой способ описания
называется лагранжевым [Lliboutry, 1987]:
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Из (2) следует, что положение частицы (ради%
ус%вектор X) описывается уравнением

= ( , , , ),
d

x y z t
dt
X

U (3)

где U – вектор скорости потока льда с компонента%
ми u, v, w. Начальные условия устанавливают, что
трассер в начальный момент времени t0 находился
на поверхности щита H + h:

( ) ( ) = = + 0 0 0
0 0 0 , ,

, , ,
x y t

t x y z H hX (4)

где H – толщина щита; h – абсолютная высота под%
стилающей поверхности.

Если перемещение частицы льда рассматри%
вается как функция конечных координат, то такой
способ описания называется эйлеровым. В случае
эйлерова описания адвекции наблюдатель отсле%
живает изменения в окружающем его эволюцио%
нирующем поле, находясь в фиксированной точке
пространства. Этот способ удобен для реализации
на регулярных пространственных сетках. В случае,
если адвекция описывается в лагранжевых терми%
нах, наблюдатель находится в движущейся точке
пространства и описывает эволюцию среды, пере%
мещаясь вместе с ней [Staniforth, C�te, 1991]. Дви%
жущейся точке пространства можно поставить в
соответствие частицу (трассер), которая переме%
щается вместе с движущимся потоком. В данной
работе мы ограничиваемся рассмотрением только
перемещения пассивных трассеров, т. е. частиц, ко%
торые не взаимодействуют друг с другом и с окру%
жающей средой. Такой трассер может переносить
любое консервативное свойство (по терминологии
[Clarke, Marshall, 2002], быть маркером поля). Это
может быть маркер возраста льда (времени отло%
жения частицы на поверхность ледникового
щита), изотопного состава льда (фактически тем%
пературы воздуха в момент выпадения осадков,
поскольку последняя функционально связана с
ним), координаты происхождения на поверхности
щита и т. д. Обеспечив достаточное количество
трассеров внутри объема ледникового щита, мож%
но построить поля распределения любой из пере%
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численных выше характеристик. Более того, ука%
занный способ сразу дает картину линий тока
внутри щита.

В векторной форме эйлерово уравнение ад%
векции запишется как

∂ + ∇ =
∂

0.
A

A
t

U (5)

Граничное условие на поверхности щита
( )+ = 0, , , .H hA x y z t A  Граничное условие у подсти%

лающей поверхности принимает вид

,
z h z h

A A A A
B u v

t z x y= =
 ∂ ∂ ∂ ∂ = − −   ∂ ∂ ∂ ∂   

где B – скорость базального таяния (м/год в ле%
довом эквиваленте); 

z h
u = , 

z h
v =  – компоненты

вектора скорости базального скольжения. Если
базальная температура (температура на разделе
ледниковый щит–подстилающая порода) ниже точ%
ки плавления, то 0B =  и 

z h
u =  и 

z h
v =  также равны

нулю и граничное условие становится неопреде%
ленным. Чтобы избежать этого, в [Huybrechts, 1994]
было предложено добавить в правую часть (5)
дополнительный диффузионный член. В работе
[Calov et al., 1998] показано, что при малых значе%
ниях диффузионного члена искажения в поле А
незначительны и проявляются только при прибли%
жении к нижней границе щита.

МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ

Антарктическая модель. В настоящей работе
для описания Антарктического ледникового щита
используется трехмерная термомеханическая мо%
дель, подробно описанная в статьях [Huybrechts, de
Wolde, 1999; Huybrechts, 2002]. Модель воспроизво%
дит эволюцию топографии поверхности щита и то%
пографии подстилающего ложа, баланс массы щи%
та, изостатическое приспособление, трехмерные
поля температуры льда и скорости растекания.

Растекание континентального льда описы%
вается в терминах приближения мелкого льда
(Shallow Ice Approximation, SIA [Hutter, 1983]).
В рамках SIA считается, что деформации льда
обусловливаются только тангенциальными напря%
жениями в горизонтальной плоскости. Поэтому
модуль вектора горизонтальной скорости опреде%
ляется локальными градиентами абсолютной вы%
соты поверхности. Деформации шельфовых лед%
ников определяются нормальными напряжениями
и тангенциальными напряжениями в горизонталь%
ной плоскости. Для обеспечения плавного перехо%
да от континентальной области к шельфовой меж%
ду ледниковым щитом и шельфовым льдом вво%
дится переходная зона шириной 20 км, которая
расположена в окрестностях линии налегания. По%
ток льда внутри зоны рассматривается как пере%
ходный от континентального к шельфовому, и
в ней присутствует полный набор напряжений.

Как и в большинстве гляциологических приложе%
ний, скорости деформации связаны с напряжени%
ями законом Глена с показателем степени n = 3
[Paterson, 1994].

Область интегрирования, которая заведо%
мо превышает максимально возможное распро%
странение континентальных и шельфовых лед%
ников, представляет собой квадрат 5600×5600 км
(281×281 узлов), Южный полюс расположен в
центре области в точке с координатами (141, 141).
Вертикальное разрешение модели 30 слоев, ко%
торые расположены неравномерно по глубине,
уплотняясь по направлению к основанию щита.
Вертикальная координата ζ(x, y) безразмерная,
0 (поверхность щита) ≤ ζ(x, y) ≤ 1 (дно).

Эволюция модели во времени осуществляет%
ся внешним воздействием на баланс массы щита
через изменение скорости аккумуляции и темпера%
туры его поверхности, а также посредством конт%
роля миграции линии налегания через изменения
уровня Мирового океана (так называемый клима%
тический форсинг). В качестве форсинга исполь%
зовались ряды аномалий температуры воздуха и
уровня Мирового океана, восстановленные по изо%
топным рядам. Для восстановления аномалий тем%
пературы использованы ряд δD из керна льда
станции Восток [Petit et al., 1999] и ряд аномалий
уровня Мирового океана, восстановленный по
данным δ18O ряда SPECMAP [Imbrie et al., 1984].

В основу параметризации среднегодового
количества осадков над Антарктидой (фактичес%
ки баланса массы на поверхности, так как таяние
отсутствует) положена зависимость этой вели%
чины от давления насыщенного водяного пара при
температуре конденсации на верхней границе
слоя инверсии [Lorius et al., 1985]. Особенности
построения рядов форсинга обсуждаются в
[Huybrechts, 2002].

Продолжительность численного эксперимен%
та составила 420 тыс. модельных лет.

Формализация адвекции полей возраста и
изотопного состава льда. Изучаемые нами консер%
вативные характеристики – возраст льда и изотоп%
ный состав льда (δ18O). Изотопный состав связан
с температурой воздуха у поверхности щита соот%
ношением δ18O = 0,755Ts – 7,6. Простая линейная
зависимость между температурой поверхности Ts
и δ18O означает, что в качестве маркера можно ис%
пользовать непосредственно температуру, которая
является составляющей климатического форсинга
модели, а результирующее ее распределение в мас%
се щита пересчитывать в δ18O после окончания
эксперимента.

Переменной А на поверхности присваива%
ется значение 0 ,depA t=  если A – возраст, и

( )0 ,s depA T t=  если A – температура воздуха; dept  –
момент времени, когда частица льда (трассер) от%
ложена на поверхности щита.
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Численно интегрируя (5), находим эйлерово
поле А на каждом временном шаге модели в узлах
регулярной пространственной сетки.

Лагранжево поле А описывается набором
трассеров, распределенных в массе щита. Трассеры
стартуют с поверхности из каждого узла сетки, на%
ходящегося в области континентального щита или
шельфового льда, каждые 100 модельных лет. По%
степенно трассеры заполняют всю массу льда, и их
количество становится пропорциональным его
объему. Координаты трассеров на временном шаге
t + 1 находятся из соотношений

+

+

+

= + ∆
= + ∆
= + ∆

1

1

1

,

,

,

t t

t t

t t

x x u t

y y v t

z z w t

(6)

которое следует из формального определения ме%
тода (2). Позиции трассеров отслеживаются каж%
дые 10 лет (∆t = 10 лет). Чтобы избежать накопле%
ния трассеров у нижней границы щита в областях,
где отсутствует базальное таяние, считается, что
трассер, пересекший границу 99%%й относительной
глубины, покидает ледниковый щит через нижнюю
границу. Перестают отслеживаться и трассеры,
которые покидают область, соответствующую
континентальному и шельфовому льду. Несмотря
на кажущуюся простоту постановки эксперимента
с лагранжевыми трассерами, его практическая реа%
лизация требует значительных затрат машинного
времени, поскольку одновременное общее число
отслеживаемых трассеров колеблется в пределах
2,5–5,5 млн в зависимости от фазы моделируемого
ледникового цикла.

На рис. 1 показана горизонтальная проекция
современного поля растекания антарктического

льда. Маркировка границ области интегрирования
дана в соответствии с нумерацией узлов простран%
ственной сетки с шагом 20 км. Южный полюс рас%
положен в точке с координатами (141, 141). На%
несены горизонтальные координаты трассеров,
которые находились в массе щита в течение по%
следних 10 тыс. лет. Они дают картину линий тока
поля растекания льда. Очевидно, что эти линии ка%
жутся непрерывными в области континентального
льда и представляют собой последовательность то%
чек в области шельфового льда, концентрируясь
вдоль выводных потоков. Хорошо видны ледораз%
делы, на которых горизонтальное перемещение
льда отсутствует или крайне незначительно. Гори%
зонтальные проекции координат трассеров факти%
чески превращаются здесь в точки. Горизонталь%
ные линии а, б, в на рис. 1 показывают положение
вертикальных разрезов (трансектов). Фиксируя
координаты всех трассеров, которые попадают в
полосу ±10 км от трансекта, получаем картину ли%
ний тока в вертикальной плоскости.

Рис. 1. Область континентального и шельфового
льда в Антарктической модели:
а, б, в – вертикальные разрезы (трансекты).

Рис. 2. Проекции координат трассеров на плос%
кость вертикальных разрезов а, б, в.
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На рис. 2 показаны линии тока, берущие нача%
ло на поверхности в четных узлах сетки. На
трансектах видно, что в центральных областях Ан%
тарктиды трассеры перемещаются в массе щита
практически вертикально, влияние горизонталь%
ной составляющей скорости проявляется только
при приближении к подстилающей поверхности и
по мере приближения к окраинам материка. Нару%
шения в потоке трассеров заметны в окрестностях
препятствий. Очевидно, что здесь горизонтальный
поток огибает неровности подстилающей поверх%
ности. На рис. 2, а это создает картину, которая ка%
чественно напоминает турбулентное течение в
жидкости. Области расхождения линий тока вбли%
зи подстилающей поверхности, хорошо заметные

на рис. 2, б в центральной части Восточной Ан%
тарктиды, создают своего рода “теневые зоны”, в
которых трассеры отсутствуют, следовательно, от%
сутствует информация об изучаемом поле.

СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ ЭЙЛЕРОВА
И ЛАГРАНЖЕВА МЕТОДОВ

Непосредственное сравнение эйлеровых и
лагранжевых результатов невозможно. Для этого
необходимо выполнить предварительную интер%
поляцию либо лагранжевых данных в узлы про%
странственной сетки, либо эйлеровых данных на
какую%либо изохронную поверхность. В после%
днем случае лагранжевы данные могут быть полу%
чены непосредственно на изохронной поверхности

Рис. 3. Возраст льда по эйлерову (а, в) и лагранжеву (б, г) методам:
а, б – на 50 %, в, г – на 90 % относительной глубины. Возрастные шкалы даны в тыс. лет.
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простым отбором трассеров одного возраста. Эйле%
ровы же поля возраста (или изотопного состава)
необходимо интерполировать из узлов сетки на
выбранную изохронную поверхность. Таким обра%
зом, говорить о точном сравнении методов некор%
ректно. Способ сравнения (на относительных глу%
бинах или на изохронных поверхностях) будет
содержать ошибку интерполяции результатов, по%
лученных одним из двух сравниваемых методов.
Тем не менее можно восстановить качественную
картину расхождений между двумя методами.

Зафиксируем позиции всех трассеров, попав%
ших в слой ,k k w tα = ζ ± ∆  где w – вертикальная
скорость; kζ  – выбранная относительная глубина.
Осреднив значения маркеров у всех трассеров в

Рис. 4. Изотопный состав льда по эйлерову (а, в) и лагранжеву (б, г) методам:
а, б – на 50 %, в, г – на 90 % относительной глубины. Изотопная шкала дана в промилле.

радиусе пространственного шага сетки (20 км) от
узла сетки (i, j) и в указанном слое ,kα  присвоим
полю в узле (i, j) полученное среднее значение. На
рис. 3 представлены эйлеровы и лагранжевы поля
возраста льда на относительных глубинах 50 и
90 % (k = 0,5 и k = 0,9). Поля на горизонте k = 0,5
(см. рис. 3, а, б) очень схожи. Различия проявля%
ются лишь в деталях. В частности, бoльший воз%
раст имеет лед в выводных потоках на шельфовых
ледниках Фильхнера и Росса. В лагранжевом поле
в полосе 80–82° ю.ш., 120–150° в.д. видна полоса
относительно более молодого льда, которая отсут%
ствует в эйлеровом поле. Существенные различия
между эйлеровым и лагранжевым возрастом вид%
ны на горизонте k = 0,9 (см. рис. 3, в, г). Кроме
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более старого льда в выводных потоках (как и
на k = 0,5), отметим фрагментарный характер ла%
гранжева поля во внутренних районах Восточной
Антарктиды.

Аналогичные выводы можно сделать отно%
сительно эйлеровых и лагранжевых полей изотоп%
ного состава (рис. 4). Следует отметить более
“холодный” лед в выводных потоках на шель%
фовый лед и фрагментарность поля на горизонте
k = 0,9 во внутренних районах Восточной Антарк%
тиды. Качественные различия между эйлеровы%

ми и лагранжевыми полями возраста и изотоп%
ного состава заметны на горизонте k = 0,9: поля
возраста намного более гладкие, чем поля изотоп%
ного состава. “Холодный” лед в эйлеровом поле
на k = 0,9 (см. рис. 4, в) сосредоточен в одном пят%
не в секторе 76–80° ю.ш., 60–120° в.д. В лагранже%
вом поле (см. рис. 4, г) пятна “холодного” льда не
ограничены указанным сектором. По%видимому,
вследствие диффузии в эйлеровом поле в придон%
ной части стираются мелкие детали поля изотоп%
ного состава.

Рис. 5. Распределение трассеров на 50 % (а) и на 90 % (б) относительной глубины.

Рис. 6. Относительные глубины изохронных поверхностей 15 тыс. лет (а) и 120 тыс. лет (б), получен%
ные лагранжевым методом.
Шкалы даны в относительных глубинах 0 1.≤ ζ ≤
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Выше упоминалось о рассеянии трассеров с
глубиной вследствие того, что трассеры покида%
ют область через боковые границы. На рис. 5
приведены трассеры, попадающие в слой kα  (эти
трассеры были использованы для построения
рис. 3, б, г и 4, б, г). Очевидно, что распределение
трассеров неравномерно, они концентрируются
ближе к береговым концам выводных потоков
льда, причем эта концентрация заметнее на гори%
зонте k = 0,9 (см. рис. 5, б).

Как указывалось ранее, лагранжев метод дает
непосредственное распределение характеристик
поля на изохронных поверхностях. Можно по%
ставить задачу иначе – рассчитать относительную
глубину изохронной поверхности, соответствую%
щую заданным моментам времени в прошлом.
Зафиксировав положение трассеров, возраст ко%
торых, например, t1 = 15 тыс. лет и t2 = 120 тыс.
лет, построим поле глубин соответствующих изо%
хронных поверхностей (рис. 6, а, б). Сопостав%
ляя эти карты с картами толщины льда, можно
получить картину распределения в пространстве
льда определенного возраста. В рамках эйлерова
подхода аналогичные расчеты потребовали бы
интерполяции положения поверхности между
узлами сетки.

ОСНОВНЫЕ ВЫВОДЫ

В рамках эйлерова метода рассчитанные поля
возраста и изотопного состава более гладкие по
сравнению с полученными по лагранжеву методу.
Поскольку эйлеровы расчеты более экономичны,
этот метод можно рекомендовать для предвари%
тельного анализа, для получения общей картины
пространственного распределения изучаемой ха%
рактеристики льда. Немаловажное с практической
точки зрения преимущество эйлерова метода
состоит в том, что оценки получаются в узлах
сетки и графическое представление результатов
не требует дополнительных интерполяционных
процедур.

Лагранжевы оценки рассчитываются непо%
средственно на изохронных поверхностях внутри
ледникового щита. Для того чтобы сравнить ре%
зультаты с эйлеровыми, их необходимо трансфор%
мировать в узлы регулярной сетки, что неизбежно
влечет их сглаживание. В областях расходящихся
потоков количество трассеров может быть слиш%
ком мало для получения адекватных оценок в ре%
гулярных узлах. Однако в услових достаточного
количества трассеров (когда, условно говоря, их
количество на единицу площади превышает плот%
ность узлов сетки) лагранжев метод эффективен
для выявления тонких структур в полях возраста,
изотопного состава и прочих, которые не могут
быть получены в рамках эйлерова метода. Таким

образом, лагранжев подход, очевидно, более под%
ходит для детального описания полей в ограничен%
ных областях, для региональных исследований,
где важны детали исследуемых полей.
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